inf a; := inf{ay : kK > n}, infay = inf a,
k>n k k>1

lima, := infsupay (limesz szuperior),
n k>n

lima,, :=sup inf a, ~ (limesz inferior).

n K20

1.4. Definici6. Legyen I egy halmaz és ¢; € [0,00] Vi € I.
® Ha I =0, akkor > ¢; := 0.

iel
@ Ha dn € N, hogy I = {iy,is,...,0,}, akkor > ¢;:=c¢;, + ¢+ + ¢, -
il
@ Ha I végtelen, akkor > ¢; := sup{ > ¢ I* véges részhalmaza I —nek}.
il iel*

1.5. Tétel. Ha I C N, ¢; € [0,00] Vi€ [ és 1, ={i € I:i<n}, akkor

E ¢; = lim E C;.
n—oo

el i€ln

Bizonyitds. Ha az I iires halmaz, akkor az allitas trivialis. Ellenkez6 esetben legyen

H = {Z c:I"ClI, I” Véges}, J C I véges nem iires halmaz és m := max J. Ha

iel*
J # I, akkor Y ¢; < Y ¢ és > ¢; € H. Ebbdl kévetkezik, hogy
i€J i€lm i€1m
¢c; = su H:su{ ci:nEN} = lim . O
2 5w H =swpy ) LD
el def. i€ln >~ ¢; mon. né i€ln

i€ln

1.6. Definici6. Legyen [ egy halmaz, ¢; € Ry, Vi € I,
I..={iel:c;>0} ¢é [ :={iel: ¢ <0}
Ha > ¢ < oo vagy > (—¢;) < oo, akkor legyen

Zci = Z c; — Z(_Ci)‘

iel i€l 1€l
Hasznélni fogjuk a kovetkezé jeloléseket is:

n [o¢]
E c; = E c; 6s E ¢ = E C;.
i=1 i=1

ie{l,....,n} €N

1.7. Tétel. Ha ¢; € Ry, Vi € N és Y ¢; létezik, akkor > ¢; = lim Y ¢;.

=1 =1 n—00 i1




Bizonyitds. Legyen I,y := 1, N{l,...,n} és I,_ :=1_N{l,...,n}. Az el6z6 tétel

miatt > ¢ = lim > ¢ és > (—¢) = lim > (—¢) =

iely =00 e,y icl_ N0 e,
o0 n
E ci = E ci — E (—ci) = lim< E ci — E (—ci)> = lim E Ci. O
n—oo n—o0
i=1 iely iel_ i€t i€0n— i=1

A kovetkez6 tétel szerint a klasszikus analizisben definialt feltételesen konvergens

sorok Osszege az el6z6 értelemben nem léteznek.

n

1.8. Tétel. Hac; € R, Vi € N, lim > ¢; € R és lim ) |¢| = oo, akkor ) ¢
o0 =1 i=1

az elézd értelemben nem létezik.

2. Mértéktér

A mérték az alaphalmaz bizonyos részhalmazaihoz nemnegativ valos szamot vagy
oo-t rendel. Kérdés, hogy milyen rendszert alkossanak a mértékkel rendelkezd (mér-

het$) halmazok és a mértéknek milyen alaptulajdonsagaik legyenek?

2.1. Definicid. Legyen X egy halmaz. Az A C P(X) halmazrendszert o-algebranak
nevezzik, ha

® X eA,

@ A=X\Aec A VAc A,

® UAicAhaded(ieN)

=1
Ekkor az (X, .A) rendezett part mérhetd térnek, az A elemeit mérhetd halmazoknak

nevezzik.

2.2. Tétel. Legyen (X, .A) mérhetd tér. Ekkor
D PeA,
@ AZEA(ZEICN): UAZEAG/S ﬂAiGA,

i€l il

® ABe A= A\Bec A

Bizonyitds. » Az @ allitas ) = X miatt teljesiil.
> @ feltétele mellett legyen A; == 0, hat e N\ [ = [JA4, = U4 € A =
i=1

i€l

N4=NA=ULcA= 0.

iel iel iel
> @ feltétele mellett A\ B=ANDB % A= 0. O
@



2.3. Definici6. Legyen [ egy halmaz. Az A; (i € I) halmazok diszjunkt rendszert
alkotnak, ha A, N A; =0 Vi,j €1, i # j esetén.

2.4. Definicio. A p: A — [0, o] fliggvényt mértéknek nevezziik az (X, .A) mérhets
téren, ha

@ pu@) =0,

@ (o-additivitds) u( fj Ai) = i u(A;) VA; € A (i € N) diszjunkt rendszerre.
Ekkor (X, A, u)-t mérté;:tlémek, ,uz(j)—t az A mértékének nevezziik.

2.5. Definicid. Legyen (X, A, 1) mértéktér.

® Ha u(X) < oo, akkor a mértékteret ill. a mértéket végesnek nevezziik.

@ Az A C X o-véges, ha 3A; € A (i € I C N) rendszer ugy, hogy u(A;) < oo
Vielés AcC | A

® Ha X J—véges,lzlkkor a mértékteret ill. a mértéket o-végesnek nevezziik.

@ Ha minden 0 mértéki halmaz 6sszes részhalmaza mérhets, akkor a mértékteret
ill. a mértéket teljesnek nevezziik.

® Jelentse p(A) az A halmaz elemeinek a szaméat VA € A esetén. Konnyen

lathato, hogy p mérték, melyet szdmldlo mértéknek neveziink.

V 2.6. Tétel. Legyen (X, A, ) mértéktér. Ekkor
@ (additivitas) A; € A (i € I C N) diszjunktak —> u( U Ai> = u(4).
i€l i€l
@ (monotonitas) A,Be€ A, AC B = u(A) < u(B).
@ A, Be A ACB, p(A) <oo = pu(B\ A) = u(B) — u(A).
@ (szubadditivitas) A, € A (i€ I CN) = ,u( U Ai) <D0 p(A).

i€l ’LEI

® (folytonossag) A; € A(ie€N),Aj CAC... = ,u( U A) = li_>m p(Ay).

® (folytonossag) A; € A (i € N), p(Ad1) < oo, A D Ay D ... =

u( 0 4:) = Jm )

Bizonyitds. » @ feltétele mellett legyen A haie N\ T =

=0,
u(igAi):u(iglAi) - ;m ) = ;m )= .
o-add. \

=0
> @ ill. @ feltétele mellett u(B) = ( B

C§¢

)) ((A)+pu(B\4) = @ill. ®.

add
> @ feltétele mellett, dtindexeléssel mlndlg elérhetjiik, hogy I = N vagy dn € N,

hogy I = {1,...,n}. Legyen B; :== A; \ U Ay (i € I). Ekkor a B; (i € I) diszjunkt

k=1
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rendszer, B; C A; és |J A= Bi =
el iel
p(Ua)=n(UB) = TuB) < Tua)= @
iel iel T

el el
add. mon.

> ® feltétele mellett legyen By := Ay, B; == A; \ A1 (i >
diszjunkt rendszer és |JA; = U B:i = u( U A) = u( U Bi> = Y u(B;) =

el i€l i=1

= lim Z[L( ;) = lim u( U Bi> = lim p(A,).
n—00 i=1 n—00

n—00 ; T
add.

> © feltétele mellett legyen B; = A \ A (z € N) = B; C Biy1 Vi € N és
i=1 i=1 i=1

) - (ﬂA>—M(Q&>?}@MB)?ﬁgWMD—M&»ZMMQ—
® = ©® ®
— nh_)rrolo w(4,) = ®. O

A kovetkezs tétel a mértéktér és a teljesség definicioja alapjan trivialisan teljesiil.

N

2.7. Tétel. Legyen (X, A, n) mértéktér és Y € A. Legyen Ay az dsszes olyan
meérhetd halmaz dsszessége, mely Y -nak részhalmaza €s py legyen a p leszikitése

Ay -ra. Ekkor (Y, Ay, uy) szintén mértéktér, melyet az eredeti tér Y-hoz tartozo

alterének neveziink. Ha az eredeti tér teljes, akkor az altere is az.

3. Kiuls6 mérték

Sokszor az alaphalmaz bizonyos egyszerd részhalmazainak mér tudjuk a mértékét.
P1. sikbeli ponthalmazok teriilete esetén az ismert, hogy a téglalapokhoz mit rendel-
junk. A cél az, hogy olyan mértéket definidljunk, amely egybevag ezzel az el6zetes

mértékkel. Ennek a fejezetnek a tételei erre szolgalnak.

3.1. Definicié. Legyen H egy halmazrendszer. A p: H — [0, 0o] fiiggvényt szubad-

A) <> A

el

ditivnak nevezziik, ha

minden I C N, A, A; € H (i € I) esetén, melyekre A C |J A; teljesiil.
iel

3.2. Definicié. Ha X egy halmaz és u: P(X) — [0, 0o szubadditiv, akkor u-t kiilsd

mértéknek nevezzitk X-en.



3.3. Tétel. Legyen p kiilsé mérték X -en. Ekkor
@ p(0) =0,
@ (monotonitds) A C B C X = u(A) < u(B).

Bizonyitds. ™ A szubadditivitas definiciojaba A =T =0 frva ) C |J A = 0 =
ief
0<pu(0) <X pmA) =0= .
ieh

> @ feltételével legyen I :={1} és Ay :=B = ACB=J A4 =
iel
w(A) < (A = u(B). .

i€l

3.4. Definici6. Legyen p kiils6 mérték X-en. Az A C X p-mérhetd, ha
w(T)=uw(TNA) +u(T\A) VI CX.

Az A tehat akkor p-mérhetd, ha barmely T halmazt ,additivan” vag ketté.

3.5. Megjegyzés. ;(T) < p(TNA)+ u(T\ A) a szubadditivitas miatt, ezért az el6z6
definicioban ,,=" helyett ,,>” is irhat6. Masrészt, ha p(A) = 0, akkor az A halmaz
p-mérhetd, hiszen T C X esetén pu(T) = p(A) + w(T) = w(T'NA)+u(T\ A).

PN —— ~——

mon. AS T>

A kovetkezs tétel azt mutatja meg, hogy kiils6 mértékbdl hogyan lehet teljes

mértéket konstrualni.

3.6. Tétel. Legyen p kiilsé mérték X-en, A az X p-mérhetd részhalmazainak
rendszere és i a p-nek A-ra vett leszikitése. Ekkor (X, A, 1) teljes mértéktér.

A kovetkez6 tétel azt mutatja meg, hogy egy halmazfiiggvénybdl hogyan lehet

kiils¢ mértéket konstrualni.
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3.7. Tétel. Legyen X egy halmaz, H C P(X), v: H — [0, o],

2(B) := {Zu(Ai) ICN, AeH(iel), BC UAz-} (B C X),
iel icl
p: P(X) —[0,00], wu(B):=infX(B).
Ekkor p kiilsé mérték X -en és u(B) < v(B) VB € H. A pu-t a v-hoz tartozo kiilsé

mértéknek nevezzik.

Bizonyitds. ©» B € H esetén v(B) € ¥(B) = v(B) > inf ¥(B) = u(B).

@» Azt kell még belatni, hogy p szubadditiv, azaz ha J C N, B,B; C X (j € J),

B C | By, akkor u(B) < > u(Bj). Ha valamely jo € J-re X(B;,) = 0, akkor
jEJ jed

> u(Bj) = oo, igy az el6z6 egyenlStlenség teljestil. Ha 3(B;) # () minden j € J-re,

jeT

akkor rogzitett ¢ € R, esetén a p definicidja miatt minden j € J-hez létezik I; C N

és Agj) €M (iel;), hogy B;C U Agj) és

i€l

BcUBcU U AY = (udefinieisja) u(B) < 3 (A7) <
3.1

jeJ jEJ i€l; jeJ i€l;

F5)STuB)+ L5 =T uB)+e= (=10 u(B) < T p(B). 0

j€J j€J j€J
3.8. Megjegyzés. Az eddigiek alapjan a kovetkezSképpen tudunk tetszéleges halmaz-
fliggvénybdl teljes mértékteret generalni:

Legyen X egy halmaz, H C P(X), v: H — [0,00], u a v-héz tartozo kiilsé mér-
ték, A az X p-mérhetd részhalmazainak rendszere és i a p-nek A-ra vett leszikitése.
Ekkor (X, A, 1) teljes mértéktér.

Azonban elvarjuk, hogy az igy kapott mérték kiterjesztése legyen v-nek, azaz,
hogy p(A) = v(A) VA € H és H C A teljesiiljon. A tovabbiakban ennek feltételeit

vizsgéljuk.

3.9. Tétel. Legyen X egy halmaz, H C P(X), vi: H — [0,00] és p a v-hoz
tartozo kiilsé mérték. Ekkor pn(A) = v(A) VA € H <= v szubadditiv.

Bizonyitds. » =" p kiils6 mérték, azaz szubadditiv = v szubadditiv.
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> <" AA € H (el CN)yéesAcC |JA; esetén v(A) < Y v(4;) € X(A)
i€l il

= X(A)-nak v(A) also korlatja = v(A) < inf £(A) w4 < vAd) =
ﬂ

f
o def. 3.7. tétel

A kovetkez6 tétel azt mondja ki, hogy H-n értelmezett halmazfiiggvényhez tar-
tozo p kiils6 mérték esetén a p-mérhet&séghez nem kell megvizsgalni az alaphalmaz

Osszes részhalmazat, elég csak a ‘H elemeit.

3.10. Tétel. Legyen X egy halmaz, H C P(X), v: H — [0,00], i a v-hoz tartozo
kiilso mérték és B C X. Ekkor B p-mérhetd <

v(A) > (AN B)+ A\ B) VAeH.

Bizonyitds. ®» =" A € H esetén v(A) > p(A) = w(ANB)+ pu(A\ B).

3.7. tétel B p-mérhets

> <" Legyen T C X, X(T) # 0 és ¢ € R,. A p definicioja miatt létezik A; € H
(i€l CN), hogy T C JA; és u(T)+e > > v(A) = > (4N B)+ p(A;\

el iel t gel
felt.
\B)) =2 WAinNB)+ 3 w(A\B) > u(Bﬂ U Ai> +u(§m U Ai> > w(BN
iel iel i iel iel f
szubadd. mon.
NT)+u(BNT) = (¢, 0) u(T) = w(BNT)+ u(T\ B). Ha X(T) = 0, akkor

T\B
u(T) = oo, miatt az el6z6 egyenlStlenség ismét teljesiil. Igy bizonyitottuk, hogy B
p-mérhetd. O

3.11. Definici6. Legyen X egy halmaz, H C P(X), v: H — [0,00] és u a v-hoz

tartozo kiils6 mérték. A v-t pre-mértéknek nevezziik, ha szubadditiv és
v(A) > n(ANB)+u(A\B) VA, BeH.

A kovetkezd tétel a 3.9. és 3.10. tételek kovetkezménye.

3.12. Tétel. Legyen X egy halmaz, H C P(X), v: H — [0,00], i a v-hoz tartozo
kiilsé mérték és A a pi-mérhetd halmazok rendszere. Ekkor H C A és p(A) = v(A)
VA € H-ra < v pre-mérték.

A kovetkezo tétel azt allitja, hogy a mérték egyuttal pre-mérték is, igy minden

mértéktér kiterjeszthets teljes mértéktérré.
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3.13. Tétel. Legyen (X, H,v) mértéktér, p a v-hiz tartozo kilsé mérték, A az
X p-mérhetd részhalmazainak rendszere €s i a p-nek A-ra vett leszikitése. Ekkor
(X, A, 1) teljes mértéktér, H C A és u(A) = v(A) YA € H. Az utébbi mértékteret

az (X, H,v) természetes kiterjesztésének nevezzik.

Bizonyitds. @» A 3.6. tétel szerint (X, A, 1) teljes mértékteér.
@» v mértek = v szubadditiv = (3.9. tétel) u(A) =v(A) VA € H.

@» A, BeHesetén u(ANB)+u(A\B)=v(ANB)+v(A\B) = v(4) =
—_— : 7y
EH cH o) v add.
v pre-mérték = (3.12. tétel) H C A. O

Ez a fejezet tehat véilaszt adott arra a kérdésre, hogy hogyan lehet olyan mérték-
teret generdlni bizonyos feltételekkel, amelynek értékei néhany specialis halmazon
méar adottak: Legyen X egy halmaz, H C P(X), v: H — [0,00], p a v-héz tarto-
20 kiilsé mérték, A az X p-mérhetd részhalmazainak rendszere és i a p-nek A-ra
vett leszikitése. Ha v pre-mérték, akkor (X, A, 1) olyan teljes mértéktér, melyben pi

kiterjesztése v-nek.

4. Lebesgue-mérték

Ebben a fejezetben a hosszisdgot konstrualjuk meg a szamegyenesen, abbdl kiindul-
va, hogy a korlatos intervallumok hossza méar ismert. Az R egyelemt részhalmazait

0 hosszusagu zart intervallumoknak tekintjiik.

4.1. Definici6. Rendelje v az R minden korlatos részintervallumahoz a hosszat,
azaz, ha az intervallum végpontjai a és b, akkor az |a — b| értéket. Legyen A a v-hoz
tartozo kiils6 mérték és £ az R A-mérhetd részhalmazainak a rendszere. Legyen \a
A-nak L-re val6 leszitkitése. Az (R, £, X) teljes mértékteret (lasd 3.6. tétel) Lebesgue-
meértéktérnek, L elemeit Lebesque-mérhetd halmazoknak és At Lebesgque-meértéknek

nevezziik. A tovabbiakban A helyett is A jelolést hasznalunk.

Valojaban az (R, d) metrikus térbdl kiindulva értelmeztiik a Lebesgue-mértéket,
ahol d a szokasos metrikat jelenti, azaz a,b € R esetén d(a,b) = |a — b|.

Az el6bb definialt v pre-mérték, igy teljesiil a kdvetkezs tétel.

4.2. Tétel. Az R korldtos intervallumai Lebesgue-mérhetdek és Lebesque-mérté-

kiik a hosszukkal egyenld.
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Bizonyitds. Legyen A és B az R korlatos intervallumai. Ezek kolcsonos helyzetére

négy eset lehetséges.

—
(a) | i i | MA\B)+XANB) < v((A\B)+v(ANnB)=v(A).
—_———— N
A 3.7. tétel
B 0
b)) —F—"— MA\B)+AANB)=XA\4) < v(A).
—— —— S~—— "
A A 0 3.7. tétel
4
(©) 7 MA\B)+MANB) < AA)+AA) +AB) <
S i N —— ~—— 1 4
A B A A1UA; B szubadd. 3.7. tétel
<v(Ay) +v(Ay) +v(B) =v(A).
B 0
@O MA\B+MANB) = A4) < u(4).
—— —— T 4
A 0 3.7. tétel

Tehat azt kaptuk, hogy v(A) > AA\ B) + A(A N B) minden R-beli A, B kor-
latos intervallum esetén. Mésrészt v trividlisan szubadditiv = v pre-mérték —
A 3.12. tétel miatt kapjuk az allitéast. O

A kovetkez tétel szerint a Lebesgue-mérték és a Lebesgue-mérhetdség invarians

az eltolésra.

4.3. Tétel (Eltolas-invariancia). Legyen 1 € R, g: R — R, g(z) := x + 1 és
A C R. Ekkor

Ag(4)) = MA), (4.1)

tovdbbd, ha A Lebesque-mérhetd, akkor g(A) is az.

Bizonyitdis. ©» Ha A korlatos intervallum «a, f € R végpontokkal, akkor g(A) is
korlatos intervallum o+ r és 8 + 1 végpontokkal => A(g(A)) = |a+r— (B+7)| =
= la=pl=AA) = (“4.1)

@» Ha A C R tetszileges akkor legyenek A; € R (i € I C N) olyan kor-

latos intervallumok, melyekre A C |J A = ¢g(A) C g(U Ai> = UJg(4) =
i€l il i€l

Ag(A)) % %)\(g(Ai)) = %;)\(Ai) = A(g(A)) also korlatja 3(A)-nak (S(A)

definici6jat lasd a 3.7. tételben) = A(g(A)) < inf B(A) = A(A). Tehét

A(g(4)) < A(A). (4.2)



A kapott eredményt alkalmazzuk A helyett g(A)-ra és g helyett g~'-re (¢7'(z) =
=x—r) = /\<g_1 (g(A))) < A(g(A)), melybél (4.2) miatt adodik (4.1).
A
@» Legyen A € L és T C R. Ekkor (4.1) miatt )\(T Ng(A) + AT\ g(A)) =
= Mg (TN g(A)) + (g7 T\ g(4 ) T)N4) +A(g )\ 4) =
AeL
=My H(T)) = NT) = g(A) € L. O

4.4. Tétel. AzR minden megszamldlhato részhalmaza Lebesque-mérhetd, tovabbd

Lebesgue-mértéke 0.

Bizonyitds. Legyen A C R megszamlalhato szamossagi halmaz. Ha A = () akkor

A€ Lés ANA) =0. Ha A = {2z} (x € R), akkor A zart intervallum, melynek a

hossza 0. Igy a 4.2. tétel szerint A € £ és \(A) = 0. Ebbsl A = {z; e R:i € [ C N}

esetén A = |J{z;} € L, hiszen L o-algebra, masrészt \(A) = Z A{z;})=0. O
——

el el
add.

Létezik kontinuum szamossagu 0 Lebesgue-mértékid halmaz is, pl. az in. Cantor-

féle triadikus halmaz.

4.5. Definicio. A [0, 1] intervallumbol vonjuk ki a kozéps6 % hosszisagn nyilt inter-
vallumot. Az igy kapott halmaz legyen C}, amely két % hossztisagu zart intervallum.
Ezek mindegyikébdl vonjuk ki a kozépsd - hosszﬁségﬁ nyilt intervallumot. Az igy
kapott halmaz legyen Cy, amely négy darab 53 L hossziisagu zart mtervallum Ezt
az eljarast folytatva, ha mar definidltuk a C, halmazt mely 2" darab z; hosszi-

sagu diszjunkt zart intervallum, akkor azok mindegyikébdl elhagyva a kozepso W
hosszt nyilt intervallumot, kapjuk a C,,.; halmazt. Legyen C := [ C,. A C hal-
n=1

mazt Cantor-féle triadikus halmaznak nevezziik.

4.6. Tétel. A Cantor-féle triadikus halmaz kontinuum szdmossdgu, Lebesque-

mérhetd és Lebesgue-mértéke 0.

Bizonyitds. ®» C C C, ¥n € N = (kiils¢ mérték monoton) A(C) < A(C,,) = &
VYneN = (n — o0) A\(C) =0 = (3.5. megjegyzés) C' € L.
@» 1z € C pontosan akkor teljesiil, ha az x végtelen triadikus tort alakjaban a

triadikus jegyek egyike sem 1. Minden = € C' szdmhoz rendeljiik azt a 0,y1ys ...
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diadikus tortet, melyre y, = % Vn € N teljesiil, ahol 0, 2175 . .. az x végtelen triadi-
kus tort alakja. Ez egy C-t [0, 1]-re képezd invertalhato fliiggvény. = C' kontinuum

szamossagu. O

A 3.6. tétel miatt a Lebesgue-mérték teljes, igy A(C') = 0 miatt a C' minden rész-
halmaza Lebesgue-mérhets. De C' kontinuum szdmossagu, ezért ugyanannyi részhal-
maza van, mint R-nek. Igy felmeriil a kérdés, hogy van-e egyaltalan olyan részhalma-

za R-nek, mely nem Lebesgue-mérhets? A valasz igen, pl. az un. Vitali-féle halmaz.

4.7. Definici6. Legyen @ := {(w,y) x,y€[-1,1], r—y € Q}. A @ ekvivalencia
relacio, igy osztalyozast general a [—1,1] intervallumon. A V' halmaz tartalmazzon
ezen osztalyok mindegyikébdl pontosan egy elemet. Ekkor a V' halmazt Vitali-féle

halmaznak nevezzik.

4.8. Tétel. A Vitali-féle halmaz nem Lebesque-mérhetd.

Bizonyitds. Legyen az 11,79,...,7k,... olyan sorozat, mely a Q N [—2,2] minden
értékét pontosan egyszer veszi fel, és gx: R — R, gi(z) := x4+ rp (k € N).

> v € [—1,1] esetén Jy € V, hogy (z,y) € Q = |z —y| < 2é -y €
€ Q= Jko € N, hogy ry = —y = = =y + 1% = gr(y) € gr(V) =

k=1 fr
szubadd. 4.3. tétel

11 C (V) = LU C UaV) =2=A(-L1) € X A@(V) =

SSUAV) = lim A(V) -n = A(V) > 0.

n—oo

» Legyen i,j e N, i # jésye€ ¢;(V)Ng;(V) = Fu;,x; € V, hogy y =z, +1; =
=zj+r,=x,—x;=1;—1r, € Q = (2;,2;) € Q) = Mivel V a (@ altal generalt
minden ekvivalenciaosztalyb6l pontosan egy elemet tartalmaz, ezért x; = x; —
r; =r; = i = j, ami ellentmondas = gx(V'), k € N diszjunkt rendszer.
» Most tegyiik fel, hogy V' € £ = 4.3. tétel miatt g(V') € £ minden k € N-re =
U a(V) €L
k=1

Ha 2 € V, akkor gx(z) = x + ry € [—3,3] minden k € N-re = g (V') C [-3, 3]

o0

minden k € N-re = |J gx(V) C [-3,3].
k=1

Mindezekbal 6 = A([=3,3) > AU g:(V)) =
mdezekbd ([ ]) - (kL=J1gk( )) T = T =

mon. o-add. 4.3. tétel
= lim A(V)-n = A(V) = 0 ami ellentmond A(V) > 0-nak = V & L. O

n—oo
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4.9. Megjegyzés. A R minden nyilt részhalmaza, és igy az ezek &ltal generalt o-
algebra elemei (az un. Borel-mérhets halmazok) is Lebesgue-mérhetSek. Mivel egy
halmaz zart, ha komplementere nyilt, ezért az R zart részhalmazai is Lebesgue-

mérhetsek.

5. Nyilt illetve Borel-mérheté halmazok

Legyenek R" :=R x --- x R (R! :=R) és R := Ry, x --- x Ry, (R} := Ry},) n-szeres
Descartes-szorzatok. Jeloljik az R"-beli nyilt halmazok rendszerét A (R™) modon.
Az R™beli nyiltsagot a szokasos metrika szerint értjiik.

A kovetkez§ tételhez sziikség van a stird halmaz fogalméra. EmlékeztetGil, S C R
pontosan akkor stirii halmaz R-ben, ha R minden nyilt intervallumaban végtelen sok

S-beli elem van. Jol ismert, hogy példaul Q stird halmaz R-ben.

V 5.1. Tétel. Legyen S C R sirid halmaz R-ben, n € N,

Z(S) :={(a,b) : a,b € S,a < b},
TR, S) ={VixVox---xV,:V;€Z(S) Vi=1,2,...,n}.

Ekkor
N(R™)

{UTi : I halmaz és T; € T(R™,S) Vi € I}.

i€l

Bizonyitds. Legyen H = {UTZ : I halmaz és T; € T(R™,S) Vi € I} és N €
icl

€ N(R"). Ha N = (), akkor I = ) valasztéassal kapjuk, hogy N € H. Ha N # 0,

akkor minden x € N esetén létezik T, € T(R™,S), melyre x € T, C N teljesiil.

= |J 7T, € N. Masrészt, ha xy € N, akkor g € T,,, = 20 € |J T, = N C
reN TEN
C U, = N= U T,= N € H= N(R") C H. Mivel a forditott tartalmazas
zeN TeEN
trividlisan teljesiil, igy kapjuk az allitast. ]

5.2. Tétel. Az el6z6 tétel jeliléseivel

N(R™) = {GT . T, € T(R",R) Vi € N}.
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Bizonyitds. T(Q) megszamlalhatéan végtelen szamossagi, ezért T (R™, Q) is az. Igy
az 5.1. tételbdl

N(R?) = {GTizTi e T(R™, Q) Vi eN} c {GTT e T(R",R) VieN}.

i=1 i=1

Maésrészt szintén az 5.1. tétel miatt
{UTi . T, € T(R,R) Vi € N} c N(R"),
i=1

melybdl kapjuk az allitast. O]

Az 5.1. tétel mintéjara lehetGségiink van az Rp-beli nyilt halmazok definialasara

metrika nélkiil, topologikus tton.

5.3. Definicié. Legyen S C R stird halmaz R-ben, n € N,

b(9) = ood):abchS,a<b},
(]R,’j, ) {1><V2>< x Vo VieL,(S)Vi=1,2,...,n} és
= {UT I halmaz és T; € T(Ry, )Vie]}.

el

Ekkor az N(R}) elemeit az R nyilt halmazainak nevezzik. Egy RP-beli halmazt

zartnak neveziink, ha komplementere nyilt.

A kovetkezd tétel az 5.2. tételhez hasonléan bizonyithato.

5.4. Tétel. Az el6zd definicio jeldléseivel

N(RD) = {GT . T, € T(RY,R) Vi € N}.
=1

5.5. Megjegyzés. N'(R}) egyértelmtien meghatéarozott, azaz fiiggetlen az S valaszta-
satol. Ez abbol kovetkezik, hogy ha S, S* C R stirtd halmazok R-ben, és V' € Z,,(S*),

akkor léteznek V%) € 7,(S) (k € N) halmazok, hogy V = (J V®.
k=1
5.6. Megjegyzés. O, R} € N(R}).

5.7. Definici6. Legyen X egy halmaz és H C P(X). A H-t tartalmazo X-bol
szarmazo Osszes o-algebra metszetét (mely nyilvan maga is o-algebra) a H altal

generdlt o-algebranak nevezziik. Jele: o(H).
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A mértékelméletben kitiintetett szerepe van a nyilt halmazok altal generalt o-

algebranak.

5.8. Definicié. Az R™ nyilt halmazai 4ltal generalt o-algebrat B(R") modon jelol-
jik, és elemeit az R™ Borel-mérhetd halmazainak nevezziik. Az R nyilt halmazai
altal generalt o-algebrat B(R}) modon jeloljik, és elemeit az R Borel-mérhetd hal-

mazainak nevezzik.

6. Mérhet6 fiiggvények

6.1. Definici6. Legyenek (X, A) és (Y, B) mérhets terek és f: A - Y (A C X).
Az f (A, B)-mérhetd fiigguény, ha f~1(B) € AVB € B.

6.2. Megjegyzés. Az €l6z8 definicio jeloléseivel, ha f (A, B)-mérhetd fiiggvény, akkor
Y € Bmiatt A= f~1(Y) € A, azaz f értelmezési tartoménya mérhets halmaz.

6.3. Definici6. Legyen (X,.A) mérhets tér és f: A — R} (A C X). Az [ A-
mérhetd figgvény, ha (A, B(R}))-mérhets, azaz f~1(B) € AVB € B(R}!). Ha p1 az

A-n értelmezett mérték és f A-mérhets, akkor azt is mondjuk, hogy f p-mérhetd.

6.4. Definici6. Legyen f: H — R (H C RF). Az f Borel-mérhetd figguény, ha
B(R{)-mérhets, azaz, ha f~1(B) € B(RF) VB € B(R}).

Definici6 szerint egy fiiggvény A-mérhetéségéhez az R nyilt halmazai altal gene-
ralt o-algebra elemeit kell megvizsgéalni. A kovetkezd tétel azt allitja, hogy valojaban

elég csak az R} nyilt halmazait vizsgélni. Ehhez sziikségiink lesz egy lemmaéra.

6.5. Lemma. Ha (X, A) mérhetd tér, A€ A, Y egy halmaz, f: A —Y és
B:={BcY:fB)ecA}

akkor (Y, B) mérhetd tér.

Bizonyitds. » 71 (Y)=Ae A=Y €B.

> BeBesetén f1(B) € A= fYB)=f Y \B)=f(Y)\fYB) =A\

\fY(B)e A= BeB.

> B, c B (i e N)eseten f1(B) € A (i € N) = f—l(U Bz-) — U fUB)eA
=1 =1

— U B: € B. Mindezekbdl kovetkezik az allités. 0

=1
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6.6. Tétel. Legyen (X, A) mérhetd tér és f: A - Ry (A C X). Az f A-mérhetd
< fY(H) e AVH C R} nyilt halmazra.

Bizonyitds. » ,=" Minden R}-beli nyilt halmaz eleme B(R})-nek, igy ez az irdny
trivialis.

> <" Az R nyilt halmaz = f~'(R}') = A € A = a 6.5. lemma miatt
B:={BCR}: f}B)c A}

o-algebra. Legyen H € N(R}) = f~!(H) € A= H € B = N(R}) C B, azaz
B olyan o-algebra, mely tartalmazza N'(R})-t = B(R}) = o(N(R})) C B =
B € B(R?) esetén B € B = f~}(B) € A = f A-mérhet6. O

6.7. Definici6. Legyen f: H — R} (H C RF) é¢s mgp € H. Az f xg-ban folytonos,
ha minden f(zo)-at tartalmazo Rj-beli nyilt U halmaz esetén van olyan zg-at tar-
talmazo Rf-beli nyilt V' halmaz, melyre f(V) C U teljesiil. Az f folytonos, ha H

minden pontjaban folytonos.

6.8. Tétel. Legyen H C RE nyilt és f: H — RY. Ekkor f folytonos < f~(A)
nyilt YA C R} nyilt halmaz esetén.

Bizonyitds. ®» =" Legyen A C R} nyilt halmaz. Ha f~'(A) = (), akkor kész. Ha
f71(A) # 0, akkor legyen x € f~1(A), azaz f(z) € A = folyt. miatt IV, C RF
nyilt halmaz, hogy z € V, és f(V,) CA = f(V,NH) C A= V,NH C H miatt

veVaNHCf YA Igy (A c U (VanH)c U fHA =14
zef~1(A) zef~H(A)
= (A= U (VunH)= f1(A) nyilt = allitas.
zef~1(A)
> <" Legyen © € H és A C R} olyan nyilt halmaz, melyre f(x) € A. Ekkor

V = f71(A) valasztéassal V nyilt, z € V és f(V) C A = f x-ben folytonos. ]

6.9. Tétel. Ha H C R} nyilt és f: H — R} folytonos = f Borel-mérhetd.

Bizonyitds. A C R nyilt halmaz esetén a 6.8. tétel miatt f~!(A) nyilt = f~1(A) €
€ B(Rf) = 6.6. tétel miatt f Borel-mérhetd. O

A kovetkezdkben gyakran fogunk talélkozni a ,,majdnem mindeniitt” fogalommal.
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6.10. Definicid. Legyen (X, A, p) mértéktér, H, L C X, {: L — {igaz, hamis} un.
logikar fiigguény, és legyen

H({):=Hn{x € L:{(x)=igaz},

azaz H({) a H azon pontjainak halmaza, melyben ¢ értelmezett és értéke igaz. Azt

mondjuk, hogy ¢ p-majdnem mindenditt teljesiil a H halmazon, ha
H\H()e A ¢ p(H\H(() =0,

azaz a H azon pontjainak halmaza, melyben ¢ nincs értelmezve vagy az értéke hamis,
mérhets és mértéke 0. Ha ¢ p-majdnem mindeniitt teljesiil az X halmazon, akkor
azt mondjuk, hogy ¢ p-majdnem mindeniitt (vagy réviden majdnem mindeniitt)
teljesiil. Roviditése: p-m.m. illetve m.m.
Példaul legyen f: R — R, f(z) :==2% g: R\ {0} = R, g(z):=16és
igaz,  ha f(z) < g(),
hamis, ha f(z) > g(z).

CR\{0} 5 R, l(z) =

Az ( logikai fiiggvényt a tovabbiakban f < g modon jeldljik. Ekkor H := [0, 1]
esetén H(f < g) = (0,1) = H\ H(f < g) ={0,1} = f < g A m.m. [0, 1]-en,
ahol \ a Lebesgue-mérték.

6.11. Tétel. Legyen (X, A, pn) teljes mértéktér, (Y,B) mérhetd tér, f: A — Y
(AC X)ésg: H—Y (HC X). Ha g (A,B)-mérheté és f = g m.m. =
f (A, B)-mérhetd.

6.12. Tétel. Legyenek (X, A), (Y,B), (Z,C) mérhetd terek, f: A=Y (AC X)
ésg: B — Z (B CY). Ha f (A,B)-mérheté és g (B,C)-mérheté = go f
(A, C)-mérhetd.

6.13. Tétel. Legyen (X, A) mérhetd tér, f: A - R, (A C X) ésg: B = R,
(B C X). Ha [ és g A-mérhetéek = cf (c € Ry), |f|, 1/f, max{f, g}, [+ 9,
fg figgvények A-mérhetdek.
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[ 6.14. Tétel. Legyen (X, A) mérhetd tér, f: A - R, (A€ A) és S CR sird
R-ben. Ekkor a kovetkezd dllitdsok ekvivalensek:
@ f A-mérhetd,
@ X(f>a)e AVa€e S,
® X(f<a)€AVa€S,
X(fza)e AVae S,
X(f<a)e AVaeS.
Ha ®-® kozul valamelyik teljesil, akkor X (f =a) € AVa € S.

Bizonyitds. ® Legyenek z,y,z € Q, x < y. Ekkor 3z, y,, 2, € S, ©, <y, (n € N),

melyekre teljesiilnek a kdvetkezdk:

o0

1) (@.00) = U (s o0l aza § 7 (,0]) = U 17 (. o0])

2) [—00,2) = n[.:jl[—oo,zn] = n[.:jl (2, 00], azaz f~'([—o0,2)) = Ej F (20, 00))

9) @) = U (@3] = U [0 00\ (@, 00]] a2z £ (9)) = U [ £ (. 0])\

\f‘l((yn,OO])}
Ha @ teljesiil, akkor X (f > a) = f‘l((a, oo]) € AVa € S, igy az 1), 2), 3)
pontok miatt, ha T € Z,,(R), akkor f~1(T) € A. Masrészt H € N'(R;,) esetén 3T; €

€ I,(R) (i € N), hogy H = | T;, azaz f~Y(H) = |J f1(T;) € A = 6.6. tétel

ieN €N
cA

miatt f A-mérhet6 — ,@ = @".

> X(f >a)=f""((a,00]) ¢ (a,x] € BRp) = ,® = @".

» Az ,® < @” hasonléan bizonyithato, mint az ,® < @”.

> X(f>a)=A\ X(f <a) = ,@ & ®". Hasonldan teljesiil ,® < @”.

» Ha @-® koziil valamelyik teljesiil, akkor az el6bbiek miatt @ és ® is igaz —
X(f=a)=X(fZaNnX(f<a)e AVa € S. O

7. Mérhet6 fuggvények sorozatai

7.1. Tétel. Legyen (X, A) mérhetd tér, f,: X — R (n € N) A-mérhetd figg-
vények és A :={x € X : f,(x) konvergens} = f: A = R, f(z) := lim f,(x)

n—o0
A-mérhetd.
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7.2. Megjegyzés. A T7.1. tétel és a 6.2. megjegyzés miatt, ha (X, A) mérhets tér és
fn: X = R (n € N) A-mérheté fliggvények, akkor {x € X : f,,(x) konvergens} € A,

azaz a konvergenciatartomany mérhetd.

7.3. Tétel. Legyen (X, A) mérhetd tér és f,: X — Ry, (n € N). Ha az f,-ek
A-mérhetéek Vn € N-re, akkor sup f,, inf f,, lim f, éslim f, is A-mérhetdek.

.

7.4. Tétel. Legyen (X, A, u) teljes mértéktér és f, f,: X — Ry, (n € N). Ha az
fn-€k p-mérhetdek ¥n € N-re és lim f, = f m.m. = [ u-mérhetd.
n—o0

. J

Bizonyitds. Legyen A = X \ X(Jl_)rglo fo = f). Ekkor A € A és p(A) = 0. Ha
v e A= X(nh_)rgofn = f) = nh_}rgofn(x) = f(z) = lim f,(z) = f(z) = 7z €
€ X(mf, = f) = Ac X(Iimf, = f) = X\ X(limf, = f) C 4 =
,u(X \ X (lm f, = f)) = 0= limf, = f mm. = a 7.3. tétel szerint lim f,
p-mérhetd, igy a 6.11. tétel miatt f is py-mérhetd. m

7.5. Definicid. Legyen (X, A, 1) mértéktér és f, f,: X — R (n € N) p-mérhets
fiiggvények. Azt mondjuk, hogy f,, p-mértékben konvergal f-hez, ha

VLILIIOlO/L<X(|fn—f| > s)) —0 VeeR,.

Ez a definicié korrekt, hiszen X (|f, — f| > ¢) € AVn € N és Ve € R, esetén.

7.6. Tétel (Lebesgue-tétel). Ha (X, A, ) véges mértéktér, f, f,: X — R (n €
€ N) p-mérhetd figguények és lim f, = f m.m. = f, p-mértékben konvergdl
n—oo
f-hez.

7.7. Tétel (Riesz-féle kivalasztési tétel). Ha (X, A, u) mértéktér, f, f,: X — R
(n € N) p-mérhetd figguények és f, p-mértékben konvergdl f-hez —> f,-nek

létezik olyan f,, részsorozata, hogy klim fre = f m.m.
—00

7.8. Definicio. A véges értékkészletd fiiggvényeket egyszerd fiigguényeknek nevez-

ziik. Speciélisan, ha X egy halmaz és A C X, akkor a

1, haxe A,
XA: X = Rv XA(‘r) =
0, kiilénben

fiiggvényt az A indikdtoranak nevezzik.
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7.9. Tétel. Legyen (X, A) mérhetd tér és A C X. Ekkor xa A-mérhetd <=
Ae A

Bizonyitds. » =" A=X(xa=1) € A
> <" X(xa<a)=0,haa<0, X(xa<a)=A ha0<a<1és X(xa<a)=2X,
haa>1= X(xa <a) € AVa € R = x4 A-mérhetd. O

7.10. Megjegyzés. Ha s: X — Ry, egyszerti fiiggvény és Ry = {y1,...,yn}, akkor

8§ = Z YiXAi»
i=1

ahol A; = X (s = y;), azaz s el6all véges sok indikator linearis kombinaciojaként.

Ha s mérhetd fiiggvény, akkor az A; (i = 1,...,n) halmazok mérhetGek, igy a x4,
(1 = 1,...,n) indikatorok is mérhetGek. Az allitas forditottja is teljesiil, azaz véges

sok mérhets indikator linearis kombinacioja mérhetd egyszerd fliggvény.

7.11. Tétel (Approximacios tétel). Ha (X,.A) mérhetd tér és f: X — [0, 00] A-
mérhetd = léteznek s,: X — [0,00) (n € N) A-mérhetd egyszert figgvények,

melyekre s1 < s9 < s3< ... és lim s, = f teljesiil.
n—oo

Bizonyitds. Legyen so: X — [0,00), s :=0,

1 1
A, —X(f Sp—1+ ) és sn::sn,l—l—ﬁXAn (n € N).

Ekkor az s, fliggvények trividlisan olyan A-mérhetd egyszeri fiiggvények, melyekre

s1 < 89 < 83 < ... teljesiil. Be fogjuk latni, hogy hm Sp, = f. Legyen x € X.

Ha f(z) =c0c =2 € A, Vn € N = x4,(r) =1Vn e N= 5,(z) = i

=1

sl)—‘

2
[T

- =00 = f(x).

lim s,(x) =

Ha f(z) < oo, akkor belatjuk, hogy végtelen sok n-re z ¢ A,. Ezzel ellentétben
tegyiik fel, hogy dng € N, hogy x € A,, Vn > ny. Ebbdl azt kapjuk, hogy

Sn( ) = Sno— 1 + Z no, (71)

i=ng
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n
= su(T) = Spo-1(z) + D2 % =
1 f 1=ng

x

(z)=1 (7.1)

n

fgy n = ng esetén co > f(z) = s,_i(z) + 2
ﬂ

T

m

An X4
n

> % feliilrél korlatos, ami nem teljesiil = végtelen sok n-re v ¢ A, —

i=ng
1
f(z) < sp_1(x) + — veégtelen sok n-re. (7.2)
n
Ezutan teljes indukcioval belatjuk, hogy minden n € N esetén
F(2) > 50 (). (7.3)

n = 1-re trivialis. Tegyiik fel, hogy n = k-ra teljesiil, de n = k + 1-re nem teljestil
(7.3). Ekkor f(z) < sp(x) = sp—1(x) + $xa,(x) % f(@) + txa,(x) = 0 <

ind. felt.
< %XAk: () = xa,(z) =1, azaz x € Aj. Ezt visszairva az el6z6 egyenlétlenségbe:

f(x) < sp-1(z) + 7, azaz x ¢ Ay, ami ellentmondas. Ezzel (7.3) bizonyitott. A (7.2)
és (7.3) egyenlStlenségek alapjan

1
0< f(z) — sp1(z) < — végtelen sok n-re.
n

Igy létezik olyan ny < ny < ng < ... pozitiv egészekbdl allo szamsorozat, hogy

0< f(z) = sp-1(x) < % Vke N = klim (f(@) = spyei(z)) =0 = klim Sp,(x) =
X 500 — 00

= f(z). Méasrészt s,(r) monoton noévekeds, igy nem lehet egynél tébb torlodasi

pontja, melybsl lim s, (z) = f(x). O
n—oo

8. Nemnegativ mérhet6 fiiggvények integralja

8.1. Definicié. Legyen (X, A, u) mértéktér, f: X — [0, 00] p-mérhets és
Dyi={(y1, 92, yn) ER": 0Ky <o < <yp} (nEN).
Ha y = (y1,¥2,--.,Yn) € Dy, akkor legyenek
Ai=Xy < f<y1) 1=12,...,n—1 (n=>=2),
An =Xy < f).

Az f-nek y-hoz tartozo integrdlkézelitd dsszege
s(fy) = Z%M(Ai)-
i=1
Az f integrdlja

/fd,u:/f(:p)du(x) :=sup{s(f,y) :n €N,y € D, }.
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8.2. Megjegyzés. A beosztas finomitasaval az integralkozelité Osszeg nem csokken,
igy minden hataron til finomodo beosztassorozat esetén az integralkozelité 6sszegek
sorozatanak hatéarértéke a pontos felsg korlatjaval egyezik meg.

Minden nemnegativ mérhetd fiiggvénynek létezik integralja és értéke [0, ool-beli.

Legyen példaul (X, A, 1) a Lebesgue-mértéktér [—10, 10]-hez tartozo altere (lasd
9. oldal), és f:[~10,10] — R, f(z) = &. Ekkor n = 4, y; = 04, y» = 1,6,
ys = 3,6 és yy = 6,4 valasztassal A; = (—4,—-2] U [2,4), Ay = (—6,—4] U [4,6),
Az = (—8,—-6]U[6,8), Ay = [-10,—8] U [8,10].

6,4
3,6
1,6
NS 24N
b=
-10 -8 -6 -4 -2 2 4 6 8 10

gy u(A;) =4 Vi=1,2,3,4, melyb6l s(f,y) =4-04+4-1,6+4-3,6+4-64 = 48.
8.3. Megjegyzés. A definicioban szereplé A; halmazok a legh&vebb olyan diszjunkt
halmazok, melyek mérhetéek és az y; < f(x) Vo € A; (1 = 1,2,...,n) feltételnek
cleget tesznek. Igy

If = {Zy’LM(A’L> : TLEN, Yi € [0,00) (i:17"'7n)7
= A; e A(i=1,...,n) diszjunktak
és y; < f(x) Vo € A, (z':l,...,n)}.
jeloléssel
/fdu = sup /5.

8.4. Definici6. Legyen (X, A, u) mértéktér, f: X — [0, 00] p-mérhets és A € A.
Az f A feletti integrdlja

[ ran= [ r@aut) = [ radn

Az el6z6 definicioban fx 4 p-mérheté nemnegativ fliggvény, igy annak integralja
definialt. Masrészt xx =1 = [ fdu = [ fdu.
X

8.5. Tétel. Legyen (X, A, ) mértéktér, f: X — [0,00] p-mérhets és A € A. Ha
pA) =0 = [ fdu=0.
A
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Bizonyitds. Legyenek n € N, y; € [0,00) (1 = 1,...,n), A4, € A (i =1,...,n)
diszjunktak, és y; < f(z)xa(x) Vo € A; (1 = 1,...,n). Ekkor y; > 0 és = € A,
esetén 0 < y; < f(x)xa(x), azaz xa(x) > 0, igy x € A. Tehat y; > 0 esetén A; C A,
igy u(A;) < u(A) = 0 miatt u(4;) = 0 = ;yi,u(A,;) =0= If, = {0} =

[ fdp= [ fxadu=suplys, =0. O
A

8.6. Tétel. Legyen (X, A, p) mértéktér, f,g: X — [0, 00] u-mérhetd figguények.
Ekkor

® (monotonitas) f < g mm. = [ fdpu < [gdu

@ f=gmm = [fdu= [gdu

® (Markov-egyenl6tlenség) a € [0,00) = [ fdu = ap(X(f > @))

@ [fdu<oco= f<oomm.

® [fdp=0<= f=0mm.

® (pozitiv homogenités) a € [0,00) = [afdu=a [ fdu

Bizonyitds. » @ feltételével és H = X(f > g) jeloléssel H € A és u(H) = 0.
Legyenck n € N, y; € [0,00) (i = 1,... n) A€ A (i =1,...,n) diszjunktak, és
v < flx)Ve e A, (i =1,...,n). EkkorZyl (A;) € Iy.
Masrészt A,2\H e A(i=1,...,n) dlsZJunktak ésy; < f(x) <glx) Ve e AL\ H
(Gi=1,...,n) — iyi,u(Ai\H) € I, De p(A) = p(A\ H) + u(A; 0 H) =
i=1 —

Yoyipn(A) el, = Iy C I, = supl; <supl, = @.
=1

> @ feltételével, X(f < g) C X(f # g) miatt u(X(f < g))
— u(X(f<g9) =0= f>gmm = (O miatt) [ fdu
bizonyithato, hogy [ fdu < [gdp = @.

(X(f #9) =

< p
> [ gdp. Hasonloan

»n=1y =aés A = X(a < f) valasztassal ap(X(a < f)) € I = O.
> Ha K := [ fdp < oo = R3 K >nu(X(f =2n)) =nu(X(f =00)) Vn €N
fr

®
= u(X(f=0)) =0= @.

> 0= [fdueseten 0> Lu(X(f>2))VneN= p(X(f>1)=0VneN =

f
@

0= lm u(X(f>2) = p( UX(F>4) =p(X(F > 0) = u(X(f #0)) =
folyt.

f=0mm.
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Ha f=0mm. = A := X(f #0) jeloléssel A € A és u(A) =0= f = fxa
és a 8.5. tétel miatt [ fdp = [ fdu = 0. Ezzel ® bizonyitott.
A

» Legyen n € N, y; € [0,00) (1 = 1,...,n), 4; € A (i = 1,...,n) diszjunktak,
és y; < f(x) Vo € A (Z—l on) = ay; < af(z) Ve € A, (i = 1,...,n)
:>Zyl (A i)e[fesZayl (A4) € Iny = alp == {ax :zv € I} C I,y =

affd,u—asup[f—supodf sup oy = [af dp =

oz/fd,ug/ozfd,u Va € [0, 00). (8.1)

Ha a > 0, akkor § := 1 ¢s g := af jeléléssel (8.1) miatt 8 [gdpu < [Bgdp =

Lfafdu< [Lafdp = [afdu< o fdu, igy (8.1) miatt ® teljesiil.
Ha o = 0, akkor ® miatt teljesiil ®. Ezzel ® bizonyitott. O

8.7. Tétel (Beppo Levi monoton konvergencia tétele). Ha az (X, A, p) mérték-

tér, fn: X — [0,00| p-mérhetd figguvények ¥n € N-re és f; < fo < ..., akkor

lim fnd,u:/ lim f, du.
n—oo n—o0

\. .

N

8.8. Tétel. Legyen (X, A, u) mértéktér és fi: X — [0,00] (i € I C N) p-mérhetd

fiigguények. Ekkor
;/fidu _ /(X;f) dp.

9. Integralhato fiiggvények

Tetsz6leges mérhetd fiiggvény integraljanak bevezetéséhez sziikségiink lesz a fiigg-

vény pozitiv ill. negativ részének fogalmara.

9.1. Definicié. Ha f: X — Ry, akkor f pozitiv része f+ = fxx(s>0) illetve f
negativ része f~ 1= — fxx(r<0)-
9.2. Lemma. Legyen f,g: X — Ry. Ekkor

O f=fr=f =1+

@ fr=5(f1+5), f=501f-5,

® (f+9"<fT+g" (F+9) <[ +g.
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Bizonyitds. » @ trividlisan teljesiil az f* és f~ definiciojabol.
» @ kovetkezik @-bal.

> (f+9)" = sUfF+gl+f+9) < 3Ufl+1gl+ f+9) —= "+ g". Hasonléan
@ @
(f+g)*?%(|f+g|—f—g)<%(|f|+|gl—f—g)?f*+g* = O. O
@ @

9.3. Lemma. Legyen (X, A, ) mértéktér és f: X — Ry,. Az f pu-mérhetd < f+
és f~ pu-mérhetdek.

Bizonyitds. Az allitas a 9.2. lemmabol és a 6.13. tételbsl kovetkezik. O

9.4. Lemma. Legyen (X, A, u) mértéktér és f,g: X — Ry, u-mérhetd figguények.
Az f=gmm. < fT =g m.m. és [~ =g~ m.m.

Bizonyitds. [ és g p-mérhetsége miatt [, f~, g7 és g~ is p-mérhetek = X (f =
=g €EAX(f#9)eAX([T=9g")eAX([T=g)eA X" #7g") €A
X(f~#9)cA
> =70 € X(f = g) esctén f(z) = g(z) = [*(z) = g*(2) = = € X(/* = ¢")
— X(f=9) CX(ffT=g") = X(fT #g") C X(f # g) = monotonitas miatt
p(X(fH#97) Sp(X(F#9) =0 = p(X(fT #9¢") =0= f* =¢g" mm.
Hasonléan bizonyithato, hogy f~ = ¢~ m.m.
> 1€ X(f* = g*) N X(f~ = g7) esetén f*(x) = g* () s f~(x) = g~() =
f(fc‘)=g(fv):wEX(f=g):>X(f+=g)ﬂX(f*Z )CcX(f=9) =
X(f#9 CX([T#gNUX(f~#9) = uX(f #9) < u( f*#g)
XU #9) < wXUTAg) (XU #90) = 0= u(X(F £ 9) =

szubadd.
— f =g mm. O

9.5. Definici6. Legyen (X, A, 1) mértéktér és f: X — Ry, p-mérhets fiiggvény. Azt
mondjuk, hogy f-nek létezik az integrdlja, ha

/f*d,u< oo vagy /fd,u < 00.
Ekkor az f integrdalja

/fdu /f ) dp(x /f*du /fdu

Ha [ fdp € R, akkor f-fet integralhatonak nevezzik.
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Tehat megkiilonboztetjiik a ,létezik az integrdlja’ és az ,,integrdlhato” fogalmakat.
Az els6 esetben megengedjiik a oo és —oo értékeket is, de a masodikban nem. Hasonlo

a kiilonbség a ,létezik a hatarértéke” és a ,konvergens” fogalmak kozott.

9.6. Megjegyzés. [ fdu > —oo esetén [ f~du € R, illetve [ fdu < oo esetén
[ frdueR.

9.7. Definici6. Legyen (X, A, ) mértéktér, f: X — Ry, p-mérhets fiiggvény és
A € A. Azt mondjuk, hogy f-nek létezik az integrdlja A felett, ha fya-nak létezik

az integralja, és ekkor
/fdu /f auta) = [ Prade

Ha [ fdu € R, akkor f-fet integrdlhatonak nevezziik A felett.
A
9.8. Megjegyzés. A = X valasztassal azt kapjuk, hogy [ fdu = [ fdp.
X

9.9. Definici6. Legyen (X, A, ) mértéktér, A € A és f: A — Ry,. Azt mondjuk,
hogy f-nek létezik az integrdlja A felett, ha az

f(z), haze A,
0, hazgA

ffr X =Ry, ff(x):=

fiiggvénynek létezik az integralja, és ekkor

/fmln/f ) dp(x /fdu

a [ fdp € R, akkor f-fet integrdalhatonak nevezzik A felett.
A

9.10. Tétel. Legyen (X, A, u) mértéktér, f: X — Ry, u-mérhetd figguény, A €

€ A és u(A) = 0. Ekkor f integrdlhato A felett, tovdbbd [ fdu = 0.
A

Bizonyitds. [(fxa)"dp = [ fTxadp = [ fTdp =0 a 8.5. tétel miatt. Hasonloan
A
[(fxa)~ du = 0. Igy definici6 alapjan kapjuk a tételt. O
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V 9.11. Tétel. Legyen (X, A, ) mértéktér és f,g: X — Ry, p-mérhetdek. Ekkor

© f=gmm. és3[ fdu= 3 [gdp és [gdu= [ fdpu.

@ f integrilhato <= |f| integralhato és ekkor | [ fdu| < [|f]du.

® (homogenitds) 3 [ fdu ésa e R = I [afdpu és [afdu=a [ fdu.

@ (additivitas) [ fdu+ [gdp értelmezett = 3 [(f+g)dp és [(f+g)du =
= [fdu+ [gdu.

® f<gésI[fdu > —o0 (vagy 3 [gdpu < 00) = I [ fdu, 3 [gdu és
Jfdu < [gdu.

® (majorans kritérium) |f| < g m.m. és g integrdlhato = f integrdlhato.

Bizonyitds. » @ feltételeivel f+ = ¢g" m.m. és f~ = ¢~ m.m., tovabba [ fdu =
= [frdu—[fdu = Jotdu—[g du= [gdp = @.

8.6. tétel @
> | f| integralhato <= R > [|fldp= [(fT+f7)du = [frdu+ [ fdpu<—=

8.8. tétel
JftdueReés [ f~du € R < [ integralhato. Masrészt, ha f integralhato, akkor

[Jfdul = [ frdu = [ fdul < [[ S5 dul+ [ fdu| = [ f2du+ [ fdu =
8.8. tétel

=[(fr+f)du=[|fldp = @.

> Tegyiik fel, hogy 3 [ fdu és @ € R. Ha a > 0, akkor a 8.6. tétel ® pontja miatt

Jlaf)yTdp= [affdp=a [ fTdu< oo, ha [ fTdu < oo, illetve

Jlaf)y " dp= [af " dp=a [ f du<oo, ha [ f~du < oco.

3 [ fdp, azaz [ fTdp < oo vagy [ f~dp < oo =

Jlaf)Tdu < oo vagy [(af) du < oo = 3 [afdu. Masrészt ekkor szintén

a 8.6. tétel ® pontja miatt

Jofdp= [(af)"du— [(af)"dp= [aftdu— [af du=
:aff+du—aff_du:a(ff*du—ff‘du) =af fdpu.

Ha o < 0, akkor (af)™ = —af™ és (af)” = —af™T, melybdl az el6z6hoz hasonloan

bizonyithato, hogy 3 [ af dp, mésrészt

Jafdu= [(af)*du— [(af)"dp= [(—af7)dp— [(—afT)dp =
=aff+du—0éff‘du=a<ff+du—ff du) =a [ fdpu

Ezzel @ bizonyitott.

> Tegyiik fel, hogy S := [ fdu+ [ gdu értelmezett. S € R esetén [ fdu € R és

JgdpeR= [frdpeRés [gtdpue R= o0 > [ frdu+ [¢Tdu=

= [(ft +g")du > J(f+9)tdp =3 [(f+g)dp

9.2. lemma
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S = oo esetén [ fdpu > —oo és [gdpu > —oo = a 9.6. megjegyzés miatt
00> [frdu+ [g du= [(f"+g7)dpu > J(f+9)dp= 3 [(f+g)dpu
9.2. lemma
S =—ooesetén [ fdp < ooés [gdp < oo => a 9.6. megjegyzés miatt co >
> [fTdu+ [gtdu= [(f"+g")dp > J(f+9)tdp = 3[(f+g)du. A @

9.2. lemma
bizonyitasahoz még az egyenl&séget kell belatni.

f+o) —(f+g) =f+tg=f"—f+g"—9g =
f+or+f+g=f+g) +fT+g" =
J(f+g)Tdu+ [f~du+ [gdu=[(f+g) du+ [ fTdu+ [¢"dp = @.

» f<gesetén fT < gt és [~ > g, igy a 9.6. megjegyzés miatt,
Hha3 [ fdu> oo:oo>ff dp> [¢ dp = 3 [gdu,
2)had[gdu<oco= 00> [gtdu> [ftdu= 3 [ fdu.
Az ® bizonyitasahoz még az egyenlétlenséget kell belatni. Mivel [ f+du < [ g™ dp
és — [ f-dp < — [ g~ dp, igy a két egyenlStlenséget dsszeadva kapjuk ®-6t.

> ©® feltételeivel gt > gt — g~ =¢ = |f| mm. = [|f]dp < [ ¢ dp € R, hiszen
g integralhato = [ |f|dp € R = @ miatt f integralhato, azaz ® teljesiil. O

9.12. Tétel. Legyen (X, A, n) mértéktér, f: X — Ry, A; € A (i € I CN)
diszjunktak és A= \J A;. Ha 3 [ fdp = Elffd,u esﬂffdu Vi € I, tovdabba

el

/fd,u > [ ra

el A;

Bizonyitds. [(fxa)"dp = [fTxadp < [fTdp < oo vagy [(fxa) dp =
= [fxadp < [ f-du < 0o = 3 [ fxadp = [ fdu. Hasonloan lathato, hogy
A

3 [ fdu Vi € I. Ezutan azt bizonyitjuk, hogy
A;

gXA= Y gXa,: (9.1)

iel
ahol g: X — Ry, tetszGleges fiiggvény. © € A esetén létezik pontosan egy ig index,

melyre z € A;y = > g(x)xa,(z) = g(x)xa,, (x) = g(z)xa(x), illetve ¢ A esetén
i€l
r g A Viel = Y g(x)xa(z) =0 = g(x)xa(z) = (9.1). Most ratériink az
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egyenldség bizonyitasara. [ fxadu = [ fTxadu— [ fxadp = Z(f frxa, du—
iel
(9.1)

—J [ xa du) = z;ffXAi dp = allitas. []
1€

9.13. Tétel (Lebesgue majorélt konvergencia tétele). Legyen (X,.A, ) mérték-
tér és g, f, fn: X = Ry, (n € N) pu-mérhetd fugguények. Ha g integrdalhatd, |f,| <
< g mm. Vn € N-re és lim f, = f m.m. = [ és f, integrdlhato fiigguények
Vn € N-re, tovdbba S

lim [ f,dp= /fdu.
n—oo

10. Lebesgue-integral

A Lebesgue-mérték szerinti integralt Lebesque-integrdlnak nevezziik. Megmutatjuk,
hogy Lebesgue-integralhatosagbol nem kovetkezik a Riemann-integrélhatosag. Le-

gyen példaul

F01 SR, fa)=db MEER
0, haz¢Q.

Ekkor

FROR [y =@ M€l )L haweQn(o]
0,  haxz¢g[0,1] |0, Kkiilonben

jeloléssel
/fd)\_/f*d/\_1-)\(Qﬂ[o,l])+0~/\(@ﬂ[0,1]) =0.
[0,1] 0

Masrészt ismert, hogy f Riemann-szerint nem integralhato.

10.1. Tétel (Lebesgue-kritérium). Legyen f: [a,b] = R (a,b € R, a < b) korld-
tos fiigguény. Az f Riemann-integralhaté <= f folytonos A-m.m. |a, b]-n.

10.2. Tétel. Ha f: [a,b] =& R (a,b € R, a < b) Riemann-integrdilhaté = f

b
Lebesgue-integrdlhato [a,b] felett és [ fdh= [ f.
[a,b] a
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11. Mértékterek szorzata, kétszeres integral
11.1. Definici6. Legyenek (X, A, i) és (Y, B, v) mértékterek és
v:{AxB: A€ A BeB} —[0,00, ~v(AXxB):=u(Av(B).

A ~-hoz tartozo kiils6 mértéket jeloljik p ® v-vel. A p ® r-mérheté halmazok rend-
szerét jeloljik A ® B-vel. A p ® v-nek A ® B-re vett lesziikitését a p és v mértékek
szorzatdnak nevezzik, és ezt is p ® v-vel jeloljik. Az (X x Y, A ® B, u ® v) teljes

mértékteret az (X, A, p) és (Y, B,v) mértékterek szorzatterének nevezzik.

11.2. Definicid. Legyen n > 3 egész és (X, A;, pi;) mértékterek (i = 1,2,...,n).

Rekurzioval definialjuk a
@ @ phy = (1 @+ @ 1) @ fin
kiils6 mértéket az X7 x -+ x X, = (X7 x -+ x X,,_1) X X,,-en. Legyen
A4, =410 - A1) A,

A ®- - @y, kiilsé mérték lesziikitését A1 ®- - -®.A,-re a u;-k szorzatanak nevezziik
és szintén pi; ® -+ - @ py-nel jeloljik. Ha Xy =--- =X, Ay = = A, ésp; = -+ =
= in, akkor a p" = g @ - @ py, 68 A" = A ® - @ A, jeloléseket hasznaljuk.

Ugyanezt a jelolést hasznaljuk n = 2 esetén is.

11.3. Tétel. Legyen (X, A, n) mértéktér és By,...,B, € A. Ekkor By X -+ X
X B, € A" és " (By X -+ X By) = u(By) -+ - u(By).

11.4. Definicid. Legyenek (X, A, u) és (Y, B,v) mértékterek és f: X x Y — Ry,.
Tegyiik fel, hogy a

gy X = Ry,  gy(z) = f(z,y)
fiiggvénynek v-szerint majdnem minden y € Y esetén létezik az integrélja p szerint,
és a
Jg9ydp, ha3[g,dpu,
0, kiilonben

h:Y =Ry, hly) =

fiiggvénynek létezik az integralja v szerint. Ekkor azt mondjuk, hogy f-nek létezik

//fd“d”://f(f’f”@du(x)dV(y) 3=/hdy

kétszeres integrdlja. Hasonloan értelmezhets [[ fdvdu = [[ f(z,y)dv(y) du(x) is.
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| 11.5. Tétel (Fubini-tétel). Legyenek (X, A,un) és (Y,B,v) teljes mértékterek,
tovdbba f: X xY — Ry eqy olyan figgvény, mely eqy o-véges halmazon kiviil
eltinik, azaz 3H € A® B o-véges halmaz, hogy f(x,y) = 0 ¥(z,y) € H-ra. Ha
f-nek létezik az integrdlja (1 ® v-szerint) = léteznek az aldbbi integrdlok és

/fd(u@u)://fdudu:/ fdvdp.

12. Tobbdimenziés Lebesgue-mérték

12.1. Definici6. Az (R, L™, A\") (n > 2 egész) mértékteret n-dimenzids Lebesgue-
mértéktérnek, \"-net pedig n-dimenzios Lebesque-mértéknek nevezziik. A Lebesgue-
mértéket szokas egydimenzios Lebesque-meértéknek is nevezni. Geometriai értelemben

A2 a teriiletet, \* pedig a térfogatot jelenti.

A kovetkezd tétel a 11.3. tétel specialis esete.

12.2. Tétel. B;€ L (i=1,...,n) esetén By X -+ X B, € L™, tovabbd

A" (By X -+ X By) = A(By) -+ - A(By).

12.3. Tétel. Az R™ (n € N) minden Borel-mérhetd részhalmaza \"-mérhetd.

Bizonyitds. Az 5.2. tétel alapjan
N(R) = {U:n . T; € T(R",R) Vi € N}.
i=1
A T(R"™ R) elemei A\"-mérhetGek a 12.2. tétel miatt, igy N € N (R™) esetén N € L™.

B(R™) az N (R")-et tartalmazo legsziikebb o-algebra, igy N (R") C £" miatt, mivel
L" g-algebra, B(R™) C L™ teljesiil. O

12.4. Tétel. Ho H C R™ (n € N) Jordan-mérhetd, akkor \"-mérhetd is, tovabbd
a Jordan-mértéke \"(H )-val egyenld.

A kovetkezo tétel szerint a Lebesgue-mérték a nyilt téglak mértékeibdl is gene-

ralhato.
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12.5. Tétel. Legyen H az R raciondlis végponti korldtos intervallumainak rend-
szere, n €N és T(R") :={l1 x ... x I, CR*": ;e H (i=1,...,n)}. Ekkor

N'(B) = inf{ S N(T) : TCN, T, e TR") (i 1), B |JTi}

el i€l

minden B C R" esetén.

Az n-dimenziés Lebesgue-mérhetség és -mérték — hasonléan az egydimenzids

esethez — invarians az eltolasra.

N

12.6. Tétel (Eltolas-invariancia). Legyen r € R", g: R* - R", g(z) :=x + 1 és
A C R". Ekkor

X"(g(4)) = A"(4),

tovdbbd, ha A € L™, akkor g(A) € L".

A Riemann-integral nemnegativ fiiggvény esetén a fiiggvény alatti sikidom Jor-

dan-mértékével egyezik meg. A kovetkezs tétel ezt fogalmazza meg altalanosabban.

12.7. Tétel. Legyen (X, A, u) mértéktér, f: X — [0,00) u-mérhetd figgvény és
T, :={(z,y) e X xR:0< y < f(x)}. Ekkor T, € A® L, tovdbbd

(o NE) = [ du

Ha f nemnegativ Lebesgue-mérhetd fiiggvény, akkor az f gorbéje alatti sikidom

teriilete az f Lebesgue-integraljaval egyezik meg. Ezt fejezi ki a kovetkezd tétel.

12.8. Tétel. Ha f: [a,b] — [0,00) A\-mérhetd, akkor T, := {(z,y) € [a,b] x R :

10 <y < f(z)} jeloléssel Ty, € L* és N2(T,) = [ fdA.
[a,b]

13. Mértékek derivaltja

A 8.5. és 9.12. tételekbdl kovetkezik az alabbi allitas:

13.1. Tétel. Legyen (X, A, ) mértéktér, f: X — [0, 00] u-mérhetd figgvény és

vi A— [0,00], v(A) := [ fdu. Ekkor (X, A,v) mértékter.
A
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Ennek mikor igaz a megforditésa, azaz egy mérték mikor all el§ egy nemnegativ
meérhetd fiiggvény integraljaként? Pontosabban, ha u és v mértékek az (X, .A) mér-
hetd téren, akkor milyen feltétellel létezik olyan f: X — [0, co] u-mérhetd fiiggvény,
hogy v(A) := [ fdu VA € A? Ennek egy sziikséges feltételét adja a 8.5. tétel, misze-

A

rint ha A € A esetén u(A) = 0, akkor v(A) = 0. A Radon—Nikodym-tétel kimondja,

hogy o-véges mértékek esetén ez elégséges feltétel is.

13.2. Definici6. Legyenek p ill. v mértékek az (X, A) mérhets téren. Ha A € A,
p(A) = 0 esetén v(A) = 0, akkor azt mondjuk, hogy v abszolit folytonos p-re nézve.
Jele: v < p.

e ~

13.3. Tétel (Radon-Nikodym-tétel). Legyenek p ill. v o-véges mértékek az

(X, A) mérhetd téren. Ha v < u, akkor létezik p: X — [0,00) u-mérhetd figg-
vény, melyre
v(A) = /gpdu VA e A.
A
A @ p-m.m. egqyértelmien meghatdrozott, azaz ha @ is hasonld tulajdonsdgi, akkor

Y = @ u-m.m. A g—: = @ figgvényt v-nek p-re vonatkozo Radon-Nikodym-

derivaltjanak nevezziik.

b
13.4. Megjegyzés. F: R — R differencialhato és [F(z)]% = [ f(z)dz esetén di;x) =

= f(z) mintajara vezettiik be v(A) = [ ¢ du esetén a g—; :=  jelolést.
A

13.5. Tétel (Lancszabaly). Legyenek p, v és k o-véges mértékek az (X, A) mér-

oy 5 s dp — dp  dv o
hetd téren. Ha p < v ésv < K = p < K és £ =L - k-mm.
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